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Abstrakt
Tato Bakala´rˇska´ Pra´ce je prˇehledovy´m textem, ktery´ se zaby´va´ stavem a pohybem idea´ln´ı
kapaliny a idea´ln´ıho plynu. Hlavn´ım c´ılem je odvodit Eulerovy pohybove´ rovnice, ktere´
popisuj´ı pohyb tekutiny a z nichzˇ lze z´ıskat Bernoulliho rovnici, ktera´ se prˇ´ımo vyuzˇ´ıva´ prˇi
rˇesˇen´ı proble´mu˚ proudeˇn´ı. Dalˇs´ım krokem je odvozen´ı rovnice kontinuity, podle ktere´ je
v syste´mu zachova´na hmotnost tekutiny. V prˇ´ıpadeˇ idea´ln´ıch plyn˚u se k teˇmto rovnic´ım
prˇida´va´ stavova´ rovnice idea´ln´ıho plynu a pomoc´ı uvedeny´ch za´kon˚u lze z´ıskat rˇesˇen´ı
vybrany´ch u´loh hydrodynamiky a aerodynamiky.
Abstract
Bachelor thesis is a summarizing text which deals with the state and the motion of ideal
liquid and gas. The main goal is to derive Euler equations describing the flow of fluids.
From these equations we can obtain Bernoulli equation that is directly used to solve
problems of fluid flow. The next step is to derive the continuity equation expressing the
fact that the mass is preserved in the system. In the case of ideal gas the state equation
of ideal gas is added and therefore solutions of various types of tasks of hydrodynamics
and aerodynamics can be achieved.
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Prˇehled symbol˚u a oznacˇen´ı
symbol jednotka vy´znam symbolu
x, y, z m karte´zske´ sourˇadnice
r, ϕ, z m va´lcove´ sourˇadnice
V m3 objem
dV m3 elementa´rn´ı objem
S m2 obsah
dS m2 elementa´rn´ı obsah
ρ kgm−3 hustota
m kg hmotnost
dm kg elementa´rn´ı hmotnost
p Pa tlak
dp Pa elementa´rn´ı tlak
t s cˇas
v ms−1 vektor rychlosti
A ms−2 vektor objemove´ho zrychlen´ı
F N vektor s´ıly
a ms−2 vektor zrychlen´ı
g ms−2 vektor gravitacˇn´ıho zrychlen´ı
n - jednotkovy´ norma´lovy´ vektor
U J kg−1 potencia´l objemove´ho zrychlen´ı
Φ m2 s−1 rychlostn´ı potencia´l
T K teplota
r˜ J kg−1K−1 meˇrna´ plynova´ konstanta
κ - Poissonova konstanta
n - polytropicky´ koeficient
cp J kg
−1K−1 meˇrna´ telena´ konstanta za konstantn´ıho tlaku
cv J kg
−1K−1 meˇrna´ telena´ konstanta za konstantn´ıho objemu
ω s−1 u´hlova´ rychlost
r m polomeˇr
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symbol vy´znam symbolu
× zname´nko pro vektorovy´ soucˇin
· zname´nko pro skala´rn´ı soucˇin
u obecny´ vektor ve 3D, u = (ux, uy, uz)
uT transpozice vektoru u
∇ nabla opera´tor, ∇ =
(
∂
∂x
,
∂
∂y
,
∂
∂z
)
grad f gradient skala´rn´ı funkce f , gradf =
(
∂f
∂x
,
∂f
∂y
,
∂f
∂z
)
gradu gradient vektorove´ funkce u, gradu = ∇u
rotu rotace vektorove´ funkce, rotu = ∇× u
divu divergence vektorove´ funkce u, divu = ∇ · u
∆ Laplace˚uv opera´tor, ∆ =
∂2
∂x2
+
∂2
∂y2
+
∂2
∂z2
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1 U´vod
S hydrodynamikou i aerodynamikou se dnes setka´va´me te´meˇrˇ na kazˇde´m kroku. Rˇesˇ´ıme
proble´my proudeˇn´ı plyn˚u v plynovodech, proudeˇn´ı vody v potrub´ı, s hydrodynamikou
se take´ setka´va´me v le´karˇstv´ı prˇi proudeˇn´ı krve v zˇila´ch. Prˇi na´vrz´ıch motor˚u letadel
rˇesˇ´ıme u´lohy spojene´ s proudeˇn´ım vzduchu v turb´ına´ch motor˚u, mnohe´ tekutiny jsou
dnes pracovn´ımi la´tkami v obra´beˇc´ıch stroj´ıch nebo naprˇ´ıklad v lednic´ıch. Smyslem pra´ce
je sezna´mit cˇtena´rˇe s problematikou proudeˇn´ı idea´ln´ıch tekutin a vytvorˇit za´klad pro po-
rozumeˇn´ı a dalˇs´ı studium rea´lny´ch tekutin.
Pocˇa´tky teorie hydromechaniky a aerodynamiky spadaj´ı azˇ do 4. stolet´ı prˇed Kristem,
kdy jizˇ Aristoteles zacˇal prˇemy´sˇlet o proudeˇn´ı. Pote´ ve 3. stolet´ı prˇed Kristem vyslovil
Archimedes za´kon o plava´n´ı teˇles v tekutineˇ. Na prˇelomu 15. a 16. stolet´ı objevil da Vinci
za´kon kontinuity, take´ se zaby´val letem pta´k˚u a studoval principy letu, k tomu prˇidal Tor-
ricelli v 17. stolet´ı za´kon pro vy´tokovou rychlost. Neˇkolik let potom vyslovil Pascal za´kon
o tlaku, v 18. stolet´ı odvodil Euler energeticke´ a pohybove´ rovnice. Dalˇs´ım d˚ulezˇity´m kro-
kem byla prˇedstava o lamina´rn´ım proudeˇn´ı, kterou sveˇtu dal v te´mzˇe stolet´ı d’Alembert.
T´ım se dovrsˇil rozvoj dynamiky idea´ln´ıch tekutin a da´le na´sledovalo neˇkolik vy´znamny´ch
objev˚u, ktere´ vylepsˇily a rozsˇ´ıˇrily dosavadn´ı teorie. Byli to naprˇ. Navier a Stokes, kterˇ´ı se
veˇnovali tomuto te´matu, Kelvin, Reynolds nebo Prandtl.
Pra´ce cˇerpa´ z uvedeny´ch zdroj˚u a je cˇleneˇna na´sledovneˇ. Ve druhe´ kapitole odvod´ıme
pomoc´ı silove´ rovnova´hy a Pascalova za´kona Eulerovy pohybove´ rovnice a take´ rov-
nici kontinuity. Rovnice rozsˇ´ıˇr´ıme o prˇ´ıpad idea´ln´ıho plynu a uvedeme stavovou rovnici
idea´ln´ıho plynu. Trˇet´ı kapitola obsahuje odvozen´ı Eulerovy´ch rovnic a rovnice kontinuity
ve va´lcovy´ch sourˇadnic´ıch, ktere´ se hojneˇ v technicke´ praxi pouzˇ´ıvaj´ı. Ve cˇtvrte´ kapitole
uprav´ıme Eulerovy pohybove´ rovnice pro specia´ln´ı proudeˇn´ı, a to pro nev´ıˇrive´ proudeˇn´ı.
Dostaneme Bernoulliho rovnici, kterou kromeˇ prˇedchoz´ıch odvozeny´ch rovnic vyuzˇijeme
v pa´te´ kapitole pro rˇesˇen´ı vybrany´ch typovy´ch u´loh o kapalina´ch a plynech.
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2 Odvozen´ı Eulerovy´ch rovnic
V te´to cˇa´sti odvod´ıme Eulerovy rovnice pro pohyb kapalin a plyn˚u. Vybereme libovolny´
objem kapaliny, ktery´ uvazˇujeme v silove´ rovnova´ze. Po u´vaze, ktere´ s´ıly na kapalinu
p˚usob´ı, sestav´ıme silovou rovnici rovnova´hy a na´sledneˇ z n´ı odvod´ıme diferencia´ln´ı rovnice
pro pohyb kapaliny. Je nutne´ dodat, zˇe se budeme zaby´vat vy´hradneˇ idea´ln´ımi kapalinami
a plyny, to znamena´, zˇe trˇen´ı na povrchu, vnitrˇn´ı trˇen´ı a jine´ ztra´ty uvazˇovat nebudeme.
Trˇi Eulerovy pohybove´ rovnice tvorˇ´ı spolu s rovnic´ı kontinuity soustavu rovnic, kte-
rou lze rˇesˇit pro nezna´me´ slozˇky rychlost´ı a nezna´my´ tlak. U idea´ln´ıch plyn˚u (tedy
stlacˇitelny´ch kapalin) mı´sto rovnic cˇtyrˇ potrˇebujeme peˇt rovnic, nezna´me´ jsou slozˇky
rychlosti, tlak a nav´ıc hustota. Proto jako pa´tou rovnici pouzˇijeme stavovou rovnici plynu,
ktera´ na´m da´ s ostatn´ımi cˇtyrˇmi rovnicemi rˇesˇen´ı.
2.1 Silova´ rovnova´ha
Nejdrˇ´ıve libovolneˇ zvol´ıme objem kapaliny V a na´sledneˇ maly´ element v tomto objemu,
ktery´ nazveme element kapaliny dV o povrchove´ plosˇe dS, a rˇesˇ´ıme silove´ p˚usoben´ı
na tento element.
V
S
dS
n
p
Obra´zek 1: Objem kapaliny V
Na element dV s hustotou ρ p˚usob´ı objemove´ s´ıly, ktere´ jsou urcˇeny hmotnost´ı tohoto
elementu a neza´vis´ı na okoln´ıch cˇa´stic´ıch kapaliny. Vezmeme s´ılu p˚usob´ıc´ı na jednotku
hmotnosti a oznacˇ´ıme A dm = ρA dV , kde A je vektor objemove´ho zrychlen´ı se slozˇkami
(Ax, Ay, Az) (poznamenejme, zˇe toto zrychlen´ı neznamena´ pohyb teˇlesa; jako objemove´
zrychlen´ı si mu˚zˇeme prˇedstavit naprˇ. gravitacˇn´ı nebo odstrˇedive´ zrychlen´ı) a ρ je hustota
kapaliny. Potom s´ıla p˚usob´ıc´ı na cely´ objem V je∫
V
ρA dV
a jednotlive´ slozˇky sil jsou
∫
V
ρAxdV ,
∫
V
ρAydV ,
∫
V
ρAzdV .
Kromeˇ teˇchto sil p˚usob´ı na element take´ povrchove´ s´ıly, ktere´ vznikaj´ı interakc´ı ele-
mentu kapaliny s okoln´ımi cˇa´sticemi.
Dalˇs´ı p˚usob´ıc´ı s´ıly jsou vnitrˇn´ı s´ıly, ktere´ si mu˚zˇeme prˇedstavit jako reakce okoln´ı
kapaliny na element, pokud element z kapaliny vyjmeme. Tlak na povrchu dS elementu
dV oznacˇ´ıme p. Pak ma´me s´ılu, ktera´ p˚usob´ı na plochu elementu kapaliny, danou vy´razem
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p dS a s´ılu p˚usob´ıc´ı na cely´ povrch kapaliny danou vy´razem∫
S
p dS.
Na element kapaliny p˚usob´ı da´le setrvacˇne´ s´ıly, ktere´ lze vyja´drˇit ve tvaru∫
V
ρ
dv
dt
dV,
kde v je vektor rychlosti se slozˇkami (vx, vy, vz)
T , takzˇe tento integra´l vyjadrˇuje pohyb
teˇlesa. Tyto setrvacˇne´ s´ıly podle druhe´ho Newtonova za´kona F = m · dv
dt
(nebo take´
podle d’Alembertova principu) jsou v rovnova´ze s ostatn´ımi silami, takzˇe mu˚zˇeme napsat
podmı´nku rovnova´hy pro pohyb elementu kapaliny∫
V
ρ
(
A−
dv
dt
)
dV +
∫
S
p dS = 0. (2.1)
2.2 Pascal˚uv za´kon
Abychom mohli pracovat se silovou rovnic´ı rovnova´hy (2.1) a odvodit z n´ı Eulerovy rov-
nice, mus´ıme nejdrˇ´ıve zjistit, zda je tlak velicˇina skala´rn´ı cˇi vektorova´. Zat´ım jsme ji
povazˇovali obecneˇ za vektor, nyn´ı uka´zˇeme, zˇe tlak je velicˇina skala´rn´ı.
Bez u´jmy na obecnosti uvazˇujme peˇtisteˇn o hrana´ch dx, dy, dz podle obra´zku 2,
na ktery´ p˚usob´ı neˇkolik sil. S´ıly jsou v rovnova´ze, takzˇe vytvorˇ´ıme slozˇkove´ rovnice rov-
nova´hy.
x
z
y
p · dl · dz
py · dx · dz
−px · dy · dz
−
1
2
pz · dx · dy
−g · dm
g
α
Obra´zek 2: Uvazˇovany´ objem kapaliny
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Uvazˇujeme, zˇe na teˇleso p˚usob´ı objemove´ s´ıly. Pro jednoduchost zde ma´me jen gra-
vitacˇn´ı s´ılu, ktera´ je rovna
dFg = g · dm = g · ρ · dV = g · ρ ·
1
2
dx dy dz
a p˚usob´ı v za´porne´m smeˇru osy y. Dalˇs´ı s´ıly jsou tlakove´ s´ıly na jednotlive´ steˇny teˇlesa
a jsou vyja´drˇeny soucˇinem tlaku a plochy, na kterou tlak p˚usob´ı
px dy dz, py dx dz, pz dx dy.
Da´l p˚usob´ı na vrchn´ı steˇnu teˇlesa tlak p dl dz, kde dl je de´lka nejdelˇs´ı hrany.
Teˇleso nyn´ı promı´tneˇme do roviny a vytvorˇme silovou rovnova´hu prˇedn´ıho troju´heln´ıka
(obra´zek 3), tedy sestav´ıme silovou rovnova´hu v osa´ch x a y.
α
dy
dx
dl
p dl dz
py dx dz
px dy dz
−dFg
y
x
Obra´zek 3: S´ıly p˚usob´ıc´ı na prˇedn´ı troj˚uheln´ık
V ose x p˚usob´ı dveˇ stejneˇ velke´ s´ıly, tj.
px dy dz = p dz dl sinα.
Protozˇe dl sinα = dy, dosta´va´me rovnost
px = p.
Stejnou u´vahou dojdeme k silove´ rovnova´ze v ose y, kde nav´ıc p˚usob´ı gravitacˇn´ı s´ıla.
Tato s´ıla je v celkove´m p˚usoben´ı sil mala´ a tedy ji zanedba´me. Celkoveˇ
py dx dz = p dz dl cosα +
1
2
g ρ dx dy dz
py dx dz = p dz dx+
1
2
g ρ dx dy dz
py = p +
1
2
g ρ dy
py = p.
Vid´ıme, zˇe pro osy x a y jsme uka´zali, zˇe tlak nen´ı vektorovou velicˇinou. Analogicky
bychom to stejne´ uka´zali pro tlak pz.
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2.3 Eulerovy pohybove´ rovnice
Protozˇe jsme uka´zali, zˇe tlak je skala´rn´ı velicˇina, mu˚zˇeme prˇepsat silovou rovnici rov-
nova´hy (2.1) do tvaru ∫
V
ρ
(
A−
dv
dt
)
dV −
∫
S
pn dS = 0, (2.2)
kde n je norma´lovy´ vektor k plosˇe dS. Plosˇny´ integra´l lze prˇepsat na objemovy´ pomoc´ı
Gaussovy-Ostrogradske´ho veˇty [4]∫
S
pn dS =
∫
V
grad p dV.
Potom lze podmı´nku rovnova´hy (2.2) prˇepsat na tvar∫
V
[
ρ
(
dv
dt
−A
)
+ grad p
]
dV = 0.
Uvazˇovany´ objem kapaliny V lze volit libovolneˇ, proto rovnost nastane tehdy, kdyzˇ se
integrand rovna´ nule
ρ
(
dv
dt
−A
)
+ grad p = 0.
Tuto vektorovou rovnici uprav´ıme do tvaru
−
1
ρ
grad p+A =
dv
dt
.
Rozepsa´n´ım do slozˇek dosta´va´me trˇi Eulerovy pohybove´ rovnice
−
1
ρ
∂p
∂x
+ Ax =
dvx
dt
,
−
1
ρ
∂p
∂y
+ Ay =
dvy
dt
,
−
1
ρ
∂p
∂z
+ Az =
dvz
dt
.
Derivac´ı slozˇene´ funkce ma´me
dvx
dt
=
∂vx
∂t
+
∂vx
∂x
dx
dt
+
∂vx
∂y
dy
dt
+
∂vx
∂z
dz
dt
.
Pokud stejny´ postup pouzˇijeme pro y a z slozˇku rychlosti a vyuzˇijeme vztah dx
dt
= vx (opeˇt
take´ pro dalˇs´ı dveˇ slozˇky), dosta´va´me fina´ln´ı verzi Eulerovy´ch rovnice ve slozˇkove´m tvaru
−
1
ρ
∂p
∂x
+ Ax =
∂vx
∂t
+ vx
∂vx
∂x
+ vy
∂vx
∂y
+ vz
∂vx
∂z
,
−
1
ρ
∂p
∂y
+ Ay =
∂vy
∂t
+ vx
∂vy
∂x
+ vy
∂vy
∂y
+ vz
∂vy
∂z
,
−
1
ρ
∂p
∂z
+ Az =
∂vz
∂t
+ vx
∂vz
∂x
+ vy
∂vz
∂y
+ vz
∂vz
∂z
,
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prˇicˇemzˇ vy´razy ∂vx
∂t
, ∂vy
∂t
, ∂vz
∂t
prˇedstavuj´ı loka´ln´ı neboli mı´stn´ı zrychlen´ı, ktere´ je prˇi sta-
ciona´rn´ım proudeˇn´ı nulove´, vy´razy vx
∂vx
∂x
+vy
∂vx
∂y
+vz
∂vx
∂z
, vx
∂vy
∂x
+vy
∂vy
∂y
+vz
∂vy
∂z
a vx
∂vz
∂x
+
vy
∂vz
∂y
+ vz
∂vz
∂z
znamenaj´ı konvektivn´ı zrychlen´ı (naprˇ. prˇi zmeˇneˇ pr˚urˇezu potrub´ı), vektor
A je objemove´ zrychlen´ı a −1
ρ
grad p je zrychlen´ı, ktere´ udeˇluje tlakovy´ spa´d.
Pokud bychom uvazˇovali rovne´ potrub´ı a vsˇe v jedne´ promeˇnne´ l, rovnice se zjednodusˇ´ı
a bude vypadat na´sledovneˇ
−
1
ρ
∂p
∂l
+ Al =
∂v
∂t
+ v
∂v
∂l
.
Vrat’me se ke 3D prˇ´ıpadu Eulerovy´ch rovnic. Pouzˇijeme-li vztah
dv
dt
=
∂v
∂t
+ v · (∇v),
Eulerova rovnice prˇejde na tvar
−
1
ρ
grad p+A =
∂v
∂t
+ v (∇v).
Pouzˇijeme-li da´le vztah
v (∇v) =
1
2
gradv2 − v × rotv, (2.3)
ktery´ lze snadno doka´zat rozepsa´n´ım jednotlivy´ch cˇlen˚u. Leva´ strana rovnosti vypada´
na´sledovneˇ
v = (vx, vy, vz)
T
∇v =

∂vx
∂x
∂vx
∂y
∂vx
∂z
∂vy
∂x
∂vy
∂y
∂vy
∂z
∂vz
∂x
∂vz
∂y
∂vz
∂z
 v (∇v) =

vx
∂vx
∂x
+ vy
∂vx
∂y
+ vz
∂vx
∂z
vx
∂vy
∂x
+ vy
∂vy
∂y
+ vz
∂vy
∂z
vx
∂vz
∂x
+ vy
∂vz
∂y
+ vz
∂vz
∂z
 .
Prava´ strana rovnosti
rotv = ∇×v =

∂vz
∂y
−
∂vy
∂z
∂vx
∂z
−
∂vz
∂x
∂vy
∂x
−
∂vx
∂y
 v×rotv =

vy
∂vy
∂x
− vy
∂vx
∂y
− vz
∂vx
∂z
+ vz
∂vz
∂x
vz
∂vz
∂y
− vz
∂vy
∂z
− vx
∂vy
∂x
+ vx
∂vx
∂y
vx
∂vx
∂z
− vx
∂vz
∂x
− vy
∂vz
∂y
+ vy
∂vy
∂z

1
2
∇v2 =
1
2
∇ (vx
2 + vy
2 + vz
2) =

vx
∂vx
∂x
+ vy
∂vy
∂x
+ vz
∂vz
∂x
vx
∂vx
∂y
+ vy
∂vy
∂y
+ vz
∂vz
∂y
vx
∂vx
∂z
+ vy
∂vy
∂z
+ vz
∂vz
∂z

1
2
∇v2 − v × rotv =

vx
∂vx
∂x
+ vy
∂vx
∂y
+ vz
∂vx
∂z
vx
∂vy
∂x
+ vy
∂vy
∂y
+ vz
∂vy
∂z
vx
∂vz
∂x
+ vy
∂vz
∂y
+ vz
∂vz
∂z
 = v (∇v) .
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Pomoc´ı (2.3) dostaneme ekvivalentn´ı tvar Eulerovy rovnice
−
1
ρ
grad p+A =
∂v
∂t
+
1
2
gradv2 − v × rotv. (2.4)
Tento specia´ln´ı tvar lze jesˇteˇ da´le upravit. Vezmeme-li v u´vahu, zˇe objemove´ zrychlen´ı ma´
potencia´l U , potom A = −gradU a Eulerovu rovnici lze podle [1] prˇepsat do tvaru
−
1
ρ
grad p− gradU =
∂v
∂t
+
1
2
gradv2 − v × rotv. (2.5)
Eulerova rovnice ve vektorove´m tvaru pro pohyb idea´ln´ı kapaliny popisuje proudeˇn´ı ka-
paliny. Kromeˇ teˇchto rovnic mus´ı platit prˇi proudeˇn´ı za´kon zachova´n´ı hmotnosti kapaliny.
Proto si zde tento za´kon odvod´ıme a uprav´ıme na vhodny´ tvar.
2.4 Odvozen´ı rovnice kontinuity
Pro kapalinu vyzˇadujeme, aby vyplnˇovala cely´ uvazˇovany´ prostor a byla v prostoru za-
chova´na jej´ı hmotnost. Abychom tuto podmı´nku mohli matematicky zapsat, uvazˇujeme
kapalinu o objemu V , ktery´ si libovolneˇ zvol´ıme. Hmotnost kapaliny v tomto objemu
popisuje integra´l
∫
V
ρ dV . Potom lze zmeˇnu hmotnosti kapaliny v objemu V vyja´drˇit jako∫
V
∂ρ
∂t
dV,
a nav´ıc plat´ı, zˇe je tento vy´raz veˇtsˇ´ı nezˇ nula.
Tato zmeˇna hmotnosti kapaliny je zp˚usobena tokem kapaliny prˇes povrch S. Tok
obecneˇ za´vis´ı na rychlosti proudeˇn´ı kapaliny, smeˇru (tedy na plosˇe S) a da´ se zapsat
vy´razem ∫
S
ρ (v · n) dS,
kde n je jednotkovy´ vektor, ktery´ ma´ smeˇr vneˇjˇs´ı norma´ly plochy dS. Pak plat´ı rovnost
mezi zmeˇnou hmotnosti kapaliny a tokem kapaliny∫
V
∂ρ
∂t
dV = −
∫
S
ρ (v · n) dS. (2.6)
Protozˇe uvazˇujeme, zˇe
∫
V
∂ρ
∂t
dV > 0 a n je vektor vneˇjˇs´ı norma´ly, dostaneme na prave´
straneˇ rovnice zname´nko minus. Pouzˇijeme Gaussovu-Ostrogradske´ho veˇtu a prˇep´ıˇseme
plosˇny´ integra´l na objemovy´ ∫
S
ρv n dS =
∫
V
div(ρv) dV
a rovnici (2.6) mu˚zˇeme prˇepsat na∫
V
(
∂ρ
∂t
+ div (ρv)
)
dV = 0.
Protozˇe objem V jsme vybrali libovolneˇ, plat´ı uvedena´ rovnost, je-li
∂ρ
∂t
+ div (ρv) = 0. (2.7)
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Rovnice (2.7) se nazy´va´ rovnice kontinuity a tvorˇ´ı spolu s Eulerovy´mi rovnicemi soustavu
cˇtyrˇ rovnic pro urcˇen´ı rˇesˇen´ı u´loh hydrodynamiky s nezna´my´mi vx, vy, vz, p. Rovnice
kontinuity lze da´le prˇepsat na jiny´ tvar rozepsa´n´ım druhe´ho cˇlenu
∂ρ
∂t
+
∂ρ vx
∂x
+
∂ρ vy
∂y
+
∂ρ vz
∂z
= 0. (2.8)
Pro prˇ´ıpad idea´ln´ıch plyn˚u a stlacˇitelny´ch kapalin obsahuje rovnice (2.8) hustotu,
ktera´ se zde meˇn´ı. Pokud uvazˇujeme idea´ln´ı (nestlacˇitelne´) kapaliny, prˇejde tato rovnice
podle [3] do tvaru
∂vx
∂x
+
∂vy
∂y
+
∂vz
∂z
= div v = 0. (2.9)
Jak uzˇ bylo zmı´neˇno, rovnice kontinuity (2.7) a Eulerovy rovnice (2.4) spolu s okra-
jovy´mi podmı´nkami stacˇ´ı pro urcˇen´ı rychlosti a tlaku v prˇ´ıpadeˇ nestlacˇitelny´ch kapalin.
Pokud chceme rˇesˇit idea´ln´ı plyny, mus´ıme hustotu povazˇovat take´ za nezna´mou a proto
potrˇebujeme dalˇs´ı, pa´tou, rovnici.
2.5 Stavova´ rovnice idea´ln´ıch plyn˚u
Pro idea´ln´ı plyny plat´ı obecneˇ stavova´ rovnice
p V = m r˜ T,
kde p je tlak, V je objem plynu, m je jeho hmotnost, r je meˇrna´ plynova´ konstanta a T
je teplota v kelvinech. Tato rovnice ma´ neˇkolik ekvivalentn´ıch tvar˚u. Pro nasˇe u´vahy je
vhodneˇjˇs´ı tvar, kde se hustota vyskytuje prˇ´ımo
p = ρ r˜ T.
Meˇrna´ plynova´ konstanta je pro r˚uzne´ plyny r˚uzna´, avsˇak pro jeden konkre´tn´ı plyn je
konstantn´ı, naprˇ. pro oxid uhlicˇity´ je r˜ = 188, 9 J kg−1K−1. Prˇ´ıklady meˇrne´ plynove´ kon-
stanty jiny´ch plyn˚u naleznete v [2] . Dalˇs´ı nezna´ma´, ktera´ prˇibude k rychlosti a tlaku, je
hustota.
Rozezna´va´me r˚uzne´ druhy deˇj˚u, ktere´ popisuj´ı chova´n´ı plyn˚u. Jeden ze za´kladn´ıch
termomechanicky´ch deˇj˚u je izotermicka´ zmeˇna stavu. Prˇi tomto deˇji nedocha´z´ı ke zmeˇneˇ
teploty, ta je tedy konstantn´ı. Ze stavove´ rovnice na´m vyplyne, zˇe pro izotermicky´ deˇj
plat´ı rovnost
p
ρ
= konst,
ktera´ tvorˇ´ı pa´tou rovnici k Eulerovy´m rovnic´ım a rovnici kontinuity a rˇesˇ´ı u´lohy o idea´ln´ıch
plynech.
Acˇkoli je izotermicka´ zmeˇna stavu jedn´ım ze za´kladn´ıch deˇj˚u, nen´ı moc cˇasta´. Ma´lokdy
se stane, zˇe doka´zˇeme plyn prˇeve´st z jednoho stavu na jiny´ tak pomalu, zˇe udrzˇ´ıme teplotu
konstantn´ı. Daleko cˇasteˇjˇs´ı je deˇj adiabaticky´, ktery´ prob´ıha´ rychle a teplota se prˇi neˇm
meˇn´ı. Prˇi tomto deˇji nedocha´z´ı k vy´meˇneˇ tepla s okol´ım. Pro adiabaticky´ deˇj lze psa´t
rovnost
p
ρκ
= konst. (2.10)
16
Symbol κ zde prˇedstavuje Poissonovu konstantu (neboli adiabaticky´ exponent). Je to
bezrozmeˇrne´ cˇ´ıslo a vyjadrˇuje pod´ıl mezi meˇrny´mi tepelny´mi kapacitami
κ =
cp
cv
,
cp je meˇrna´ tepelna´ kapacita prˇi konstantn´ım tlaku a cv je meˇrna´ tepelna´ kapacity prˇi kon-
stantn´ım objemu. Obeˇ kapacity jsou pro r˚uzne´ plyny r˚uzne´, ale pro jeden konkre´tn´ı exis-
tuje jedna hodnota cp a jedna hodnota cv. Da´le plat´ı, zˇe
cp = cv + r˜ −→ cp > cv,
takzˇe Poissonova konstanta je vzˇdy veˇtsˇ´ı nezˇ jedna, naprˇ. pro vzduch κ = 1, 4. Dalˇs´ı
prˇ´ıklady konstanty κ a konstant cp, cv naleznete v [2].
Pro adiabaticky´ deˇj tvorˇ´ı rovnice (2.10) pa´tou rovnici a lze tedy opeˇt rˇesˇit u´lohy
pro idea´ln´ı plyny.
Adiabaticky´ deˇj je sp´ıˇse teoreticky´m deˇjem, ktery´ ve skutecˇnosti neprob´ıha´. Je vhodne´
definovat jiny´ deˇj, ktery´ prob´ıha´ te´meˇrˇ jako adiabaticky´, ale je v´ıce podobny´ skutecˇnosti.
Takovy´ deˇj se nazy´va´ polytropicky´. Rovnost, ktera´ tento deˇj vystihuje, vypada´ na´sledovneˇ
p
ρn
= konst. (2.11)
V rovnosti vystupuje mı´sto exponentu κ polytropicky´ exponent n, ktery´ se veˇtsˇinou po-
hybuje mezi 1 azˇ 1,41, za´lezˇ´ı na pouzˇite´m plynu. Opeˇt tedy vid´ıme, zˇe rovnice (2.11) tvorˇ´ı
pa´tou rovnici pro rˇesˇen´ı idea´ln´ıch plyn˚u.
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3 Transformace sourˇadnic
Pro rˇesˇen´ı proble´mu˚ s idea´ln´ımi kapalinami cˇi plyny ma´me k dispozici potrˇebne´ rovnice.
V mnoha prˇ´ıpadech je vhodne´ rˇesˇit u´lohy ve sfe´ricky´ch nebo va´lcovy´ch sourˇadnic´ıch,
namı´sto v karte´zsky´ch. Proto odvod´ıme Eulerovy rovnice i rovnici kontinuity v teˇchto
sourˇadnic´ıch.
3.1 Va´lcove´ sourˇadnice
Pro rˇesˇen´ı proble´mu˚ v praxi je cˇasto zapotrˇeb´ı pouzˇ´ıt va´lcove´, neboli cylindricke´ sourˇadnice.
Vyuzˇit´ı teˇchto sourˇadnic lze videˇt naprˇ´ıklad u va´lcove´ho potrub´ı, ktery´m prote´ka´ kapalina
nebo plyn.
Parametricke´ rovnice va´lcovy´ch sourˇadnic jsou
x = r cosϕ,
y = r sinϕ,
z = z,
kde x, y a z jsou p˚uvodn´ı karte´zske´ sourˇadnice a r, ϕ a z jsou nove´ va´lcove´ sourˇadnice,
ktere´ vyja´drˇ´ıme z uvedeny´ch parametricky´ch rovnic
r =
√
x2 + y2,
ϕ = arctan
y
x
, (3.12)
z = z.
Nejprve rozep´ıˇseme derivace slozˇene´ funkce f = f(x(r, ϕ, z), y(r, ϕ, z), z(r, ϕ, z))
∂f
∂x
=
∂f
∂r
∂r
∂x
+
∂f
∂ϕ
∂ϕ
∂x
+
∂f
∂z
∂z
∂x
,
∂f
∂y
=
∂f
∂r
∂r
∂y
+
∂f
∂ϕ
∂ϕ
∂y
+
∂f
∂z
∂z
∂y
, (3.13)
∂f
∂z
=
∂f
∂r
∂r
∂z
+
∂f
∂ϕ
∂ϕ
∂z
+
∂f
∂z
∂z
∂z
.
Je potrˇeba spocˇ´ıtat jednotlive´ parcia´ln´ı derivace r, ϕ a z podle x, y, z ze vztah˚u (3.12)
∂r
∂x
=
1
2
2 x√
x2 + y2
=
x√
x2 + y2
= cosϕ,
∂r
∂y
=
1
2
2 y√
x2 + y2
=
y√
x2 + y2
= sinϕ,
∂r
∂z
= 0,
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∂ϕ
∂x
=
1
1 + y
2
x2
−y
x2
=
−y
x2 + y2
=
− sinϕ
r
, (3.14)
∂ϕ
∂y
=
1
1 + y
2
x2
1
x
=
x
x2 + y2
=
cosϕ
r
,
∂ϕ
∂z
= 0,
∂z
∂x
= 0,
∂z
∂y
= 0,
∂z
∂z
= 1.
Dosad´ıme derivace (3.14) do rovnic pro slozˇenou funkci (3.13) a dostaneme
∂f
∂x
=
∂f
∂r
cosϕ+
∂f
∂ϕ
− sinϕ
r
,
∂f
∂y
=
∂f
∂r
sinϕ+
∂f
∂ϕ
cosϕ
r
, (3.15)
∂f
∂z
=
∂f
∂z
.
Nyn´ı je potrˇeba uveˇdomit si, zˇe se pohybujeme z jedne´ ba´ze do jine´. Necht’ v karte´zske´m
syste´mu ma´me ba´zi (ex, ey, ez) a ve va´lcove´m syste´mu ba´zi (er, eϕ, ez). Vztah mezi ba´zemi
vystihuj´ı rovnice
ex = er cosϕ− eϕ sinϕ, (3.16)
ey = er sinϕ+ eϕ cosϕ,
viz obra´zek 4.
ey
ex
er
eϕ
ϕ
ϕ
Obra´zek 4: Graficke´ zna´zorneˇn´ı vztah˚u mezi ba´zovy´mi vektory
Gradient funkce f v ba´zi (ex, ey, ez) je
∇ f =
∂f
∂x
ex +
∂f
∂y
ey +
∂f
∂z
ez. (3.17)
Pro vyja´drˇen´ı gradientu v ba´zi (er, eϕ, ez) dosad´ıme vztahy (3.15) a (3.16) do rovnice
(3.17) a uprav´ıme na konecˇny´ tvar
19
∇f =
(
∂f
∂r
cosϕ−
1
r
∂f
∂ϕ
sinϕ
)
(er cosϕ− eϕ sinϕ) +
+
(
∂f
∂r
sinϕ+
1
r
∂f
∂ϕ
cosϕ
)
(er sinϕ+ eϕ cosϕ) +
∂f
∂z
ez =
=
∂f
∂r
er cos
2 ϕ−
∂f
∂r
eϕ cosϕ sinϕ−
1
r
∂f
∂ϕ
er cosϕ sinϕ+
+
1
r
∂f
∂ϕ
sin2 ϕ+
∂f
∂r
er sin
2 ϕ+
∂f
∂r
eϕ cosϕ sinϕ+
1
r
∂f
∂ϕ
er cosϕ sinϕ+
+
1
r
∂f
∂ϕ
eϕ cos
2 ϕ+
∂f
∂z
ez =
∂f
∂r
er +
1
r
∂f
∂ϕ
eϕ +
∂f
∂z
ez.
Tedy gradient vyja´drˇeny´ v ba´zi va´lcove´ho syste´mu je
∇f =
(
∂f
∂r
,
1
r
∂f
∂ϕ
,
∂f
∂z
)
.
Kromeˇ gradientu vystupuje v Eulerovy´ch rovnic´ıch take´ rotace, proto si nyn´ı obdobneˇ
odvod´ıme rotaci ve va´lcovy´ch sourˇadnic´ıch. Budeme pracovat s obecnou vektorovou funkc´ı
g. Protozˇe rotaci funkce lze vyja´drˇit jako vektorovy´ soucˇin gradientu a vektorove´ funkce,
mu˚zˇeme psa´t
∇× g =
(
er
∂
∂r
+ eϕ
1
r
∂
∂ϕ
+ ez
∂
∂z
)
× (gr er + gϕ eϕ + gz ez) =
= er ×
∂
∂r
(gr er + gϕ eϕ + gz ez) + eϕ
1
r
×
∂
∂ϕ
(grer + gϕ eϕ + gzez)+
+ ez ×
∂
∂z
(grer + gϕ eϕ + gz ez) = (3.18)
= er ×
(
∂gr
∂r
er +
∂er
∂r
gr +
∂gϕ
∂r
eϕ +
∂eϕ
∂r
gϕ +
∂gz
∂r
ez +
∂ez
∂r
gz
)
+
+
1
r
eϕ ×
(
∂gr
∂ϕ
er +
∂er
∂ϕ
gr +
∂gϕ
∂ϕ
eϕ +
∂eϕ
∂ϕ
gϕ +
∂gz
∂ϕ
ez +
∂ez
∂ϕ
gz
)
+
+ ez ×
(
∂gr
∂z
er +
∂er
∂z
gr +
∂gϕ
∂z
eϕ +
∂eϕ
∂z
gϕ +
∂gz
∂z
ez +
∂ez
∂z
gz
)
.
Protozˇe plat´ı vztahy (inverzn´ı transformace (3.16))
er = ex cosϕ+ ey sinϕ,
eϕ = −ex sinϕ+ ey cosϕ,
mu˚zˇeme psa´t
∂er
∂r
= 0,
∂er
∂ϕ
= −ex sinϕ+ ey cosϕ = eϕ,
∂er
∂z
= 0,
∂eϕ
∂r
= 0,
∂eϕ
∂ϕ
= −ex cosϕ− ey sinϕ = −er,
∂eϕ
∂z
= 0, (3.19)
∂ez
∂r
= 0,
∂ez
∂ϕ
= 0,
∂ez
∂z
= 0.
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Derivace ba´zovy´ch vektor˚u potupneˇ dosad´ıme do (3.18) a vyuzˇijeme vztah
er × eϕ = −(eϕ × er) = ez, ktery´ plat´ı pro vsˇechny trˇi ba´zove´ vektory
∇× g =er ×
(
∂gr
∂r
er +
∂gϕ
∂r
eϕ +
∂gz
∂r
ez
)
+
+ eϕ ×
(
1
r
∂gr
∂ϕ
er +
1
r
eϕ gr +
1
r
∂gϕ
∂ϕ
eϕ −
1
r
er gϕ +
1
r
∂gz
∂ϕ
ez
)
+
+ ez ×
(
∂gr
∂z
er +
∂gϕ
∂z
eϕ +
∂gz
∂z
ez
)
=
= er
(
1
r
∂gz
∂ϕ
−
∂gϕ
∂z
)
+ eϕ
(
∂gr
∂z
−
∂gz
∂r
)
+ ez
(
∂gϕ
∂r
+
gϕ
r
−
1
r
∂gr
∂ϕ
)
.
Fina´ln´ı tvar rotace funkce g ve va´lcovy´ch sourˇadnic´ıch
rot g =
(
1
r
∂gz
∂ϕ
−
∂gϕ
∂z
,
∂gr
∂z
−
∂gz
∂r
,
∂gϕ
∂r
+
gϕ
r
−
1
r
∂gr
∂ϕ
)
.
Odvozeny´ gradient a rotaci pro va´lcove´ sourˇadnice aplikujeme na velicˇiny v Euleroveˇ
rovnici (2.5)
∇p =
(
∂p
∂r
,
1
r
∂p
∂ϕ
,
∂p
∂z
)T
∇U =
(
∂U
∂r
,
1
r
∂U
∂ϕ
,
∂U
∂z
)T
∇v2 =

vr
∂vr
∂r
+ vϕ
∂vϕ
∂r
+ vz
∂vz
∂r
vr
∂vr
∂ϕ
+ vϕ
∂vϕ
∂ϕ
+ vz
∂vz
∂ϕ
vr
∂vr
∂z
+ vϕ
∂vϕ
∂z
+ vz
∂vz
∂z
 (3.20)
v × rotv =

vϕ
∂vϕ
∂r
+
v2ϕ
r
−
vϕ
r
∂vr
∂ϕ
− vz
∂vr
∂z
+ vz
∂vz
∂r
,
vz
r
∂vz
∂ϕ
− vz
∂vϕ
∂z
− vr
∂vϕ
∂r
−
vr vϕ
r
+
vr
r
∂vr
∂ϕ
vr
∂vr
∂z
− vr
∂vz
∂r
−
vϕ
r
∂vz
∂ϕ
+ vϕ
∂vϕ
∂z
 .
Dosazen´ım jednotlivy´ch cˇlen˚u (3.20) do Eulerovy rovnice (2.5) a rozepsa´n´ım do slozˇek r,
ϕ a z dosta´va´me Eulerovy rovnice ve va´lcovy´ch sourˇadnic´ıch
−
∂U
∂r
−
1
ρ
∂p
∂r
=
∂vr
∂t
+ vr
∂vr
∂r
+
vϕ
r
∂vr
∂ϕ
+ vz
∂vr
∂z
−
1
r
v2ϕ,
−
1
r
∂U
∂ϕ
−
1
ρ r
∂p
∂ϕ
=
∂vϕ
∂t
+ vr
∂vϕ
∂r
+
vϕ
r
∂vϕ
∂ϕ
+ vz
∂vϕ
∂z
+
vr vϕ
r
,
−
∂U
∂z
−
1
ρ
∂p
∂z
=
∂vz
∂t
+ vr
∂vz
∂r
+
vϕ
r
∂vz
∂ϕ
+ vz
∂vz
∂z
.
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Zby´va´ prˇeve´st rovnici kontinuity do tvaru ve va´lcovy´ch sourˇadnic´ıch. Pro prˇ´ıpad ne-
stlacˇitelne´ kapaliny, kdy je ρ konstantn´ı upravujeme rovnici (2.9). Je nutno spocˇ´ıtat
div v = ∇ · v,
kde symbol · zna´zornˇuje skala´rn´ı soucˇin. Vyuzˇijeme vztahy (3.19) a vztahy pro skala´rn´ı
soucˇin ba´zovy´ch vektor˚u
er · er = 1,
er · eϕ = 0.
Potom divergence vektorove´ funkce
∇ · g =
(
er
∂
∂r
+ eϕ
1
r
∂
∂ϕ
+ ez
∂
∂z
)
· (gr er + gϕ eϕ + gz ez) =
= er ·
(
er
∂gr
∂r
+ eϕ
∂gϕ
∂r
+ ez
∂gz
∂r
)
+
1
r
eϕ ·
(
er
∂gr
∂ϕ
+ eϕ gr − er gϕ + ez
∂gz
∂ϕ
)
+
+ ez ·
(
er
∂gr
∂z
+ eϕ
∂gϕ
∂z
+ ez
∂gz
∂z
)
=
∂gr
∂r
+
1
r
∂gϕ
∂ϕ
+
1
r
gr +
∂gz
∂z
.
Aplikac´ı tohoto vztahu dosta´va´me rovnici kontinuity ve va´lcovy´ch sourˇadnic´ıch
div v =
∂vr
∂r
+
1
r
∂vϕ
∂ϕ
+
1
r
vr +
∂vz
∂z
= 0.
Analogicky bychom postupovali prˇi odvozen´ı Eulerovy´ch rovnic a rovnice kontinuity
ve sfe´ricky´ch sourˇadnic´ıch. Jiny´ postup z´ıska´n´ı teˇchto rovnic lze nale´zt naprˇ. v [1].
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4 Bezv´ıˇrive´ proudove´ pole
Jedn´ım z typ˚u proudeˇn´ı idea´ln´ı kapaliny je bezv´ıˇrive´, te´zˇ potencia´ln´ı proudeˇn´ı. Vyznacˇuje
se t´ım, zˇe cˇa´stice kapaliny se pohybuj´ı po prˇ´ımy´ch cˇi krˇivocˇary´ch draha´ch tak, zˇe nero-
tuj´ı kolem sve´ osy. Cˇa´stice mohou vykona´vat i deformacˇn´ı pohyb, nikoli vsˇak ota´cˇivy´.
V prˇ´ıpadeˇ potencia´ln´ıho proudeˇn´ı lze v kazˇde´m mı´steˇ psa´t
rotv = 0, (4.21)
viz [1], jak odvod´ıme da´le. Prˇedchoz´ı vztah lze take´ vyja´drˇit ve slozˇka´ch
rotxv =
∂vz
∂y
−
∂vy
∂z
, rotyv =
∂vx
∂z
−
∂vz
∂x
, rotzv =
∂vy
∂x
−
∂x
∂vy
. (4.22)
Slozˇky rychlosti prˇep´ıˇseme na tvar
vx =
∂Φ
∂x
, vy =
∂Φ
∂y
, vz =
∂Φ
∂z
, (4.23)
vektoroveˇ
v = gradΦ,
kde funkce Φ se nazy´va´ rychlostn´ı potencia´l. V prˇ´ıpadeˇ nestaciona´rn´ıho proudeˇn´ı za´vis´ı
funkce Φ na poloze cˇa´stice kapaliny a take´ na cˇase. Prˇi rˇesˇen´ı staciona´rn´ıho proble´mu
bereme Φ pouze jako funkce polohy Φ = Φ (x, y, z).
Nyn´ı si odvod´ıme jizˇ zmı´neˇny´ vztah (4.21) rotv = 0, plat´ıc´ı pro potencia´ln´ı proudeˇn´ı.
Vyjdeme z rovnic (4.23), ktere´ popisuj´ı slozˇky rychlosti pomoc´ı potencia´lu rychlosti
Φ (x, y, z) a dosad´ıme do (4.22)
rotxv =
∂2Φ
∂y ∂z
−
∂2Φ
∂y ∂z
= 0, rotyv =
∂2Φ
∂x ∂z
−
∂2Φ
∂x ∂z
= 0, rotzv =
∂2Φ
∂x ∂y
−
∂2Φ
∂x ∂y
= 0.
Z d˚uvodu rovnosti smı´ˇseny´ch derivac´ı vyply´va´, zˇe rotv = 0.
Pro potencia´ln´ı proudeˇn´ı lze upravit rovnici kontinuity (2.8) pomoc´ı vztah˚u (4.23)
na tvar
1
ρ
dρ
dt
+∆Φ = 0,
kde
dρ
dt
=
∂ρ
∂t
+
∂ρ
∂x
∂x
∂t
+
∂ρ
∂y
∂y
∂t
+
∂ρ
∂z
∂z
∂t
a
∆Φ =
∂2Φ
∂x2
+
∂2Φ
∂y2
+
∂2Φ
∂z2
je Laplace˚uv opera´tor. V prˇ´ıpadeˇ nestlacˇitelne´ kapaliny ma´ rovnice kontinuity jednodusˇsˇ´ı
tvar
∆Φ = 0.
V tomto prˇ´ıpadeˇ mu˚zˇeme snadno rˇesˇit u´lohu, protozˇe rychlostn´ı potencia´l je rˇesˇen´ım
Laplaceovy rovnice.
Prˇejdeme k Euleroveˇ pohybove´ rovnici a uprav´ıme ji pro potencia´ln´ı pole.
Vyjdeme z rovnice (2.4) a prˇep´ıˇseme rychlost pomoc´ı potencia´lu rychlost´ı, cˇ´ımzˇ obdrzˇ´ıme
rovnici
∂
∂t
gradΦ +
1
2
gradv2 = −gradU −
1
ρ
grad p. (4.24)
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Za prˇedpokladu, zˇe ρ je zna´ma´ funkce tlaku, tj. ρ = ρ(p), mu˚zˇeme Eulerovu rovnici (4.24)
prˇepsat na tvar
grad
[
∂Φ
∂t
+
v2
2
+
∫
dp
ρ(p)
+ U
]
= 0, (4.25)
protozˇe plat´ı rovnosti
∂
∂t
gradΦ = grad
∂Φ
∂t
.
Integrac´ı rovnice (4.25) dostaneme
∂Φ
∂t
+
v2
2
+
∫
dp
ρ(p)
+ U = f(t), (4.26)
kde f(t) je funkce cˇasu t a v2 = vx
2+ vy
2+ vz
2. Rovnici (4.26), platnou pro nestaciona´rn´ı
bezv´ıˇrive´ proudeˇn´ı, nazy´va´me Bernoulliho rovnice. Pro nestlacˇitelne´ kapaliny lze psa´t
∂Φ
∂t
+
v2
2
+
p
ρ
+ U = f(t).
Z Bernoulliho rovnice lze hydrodynamicky´ tlak vyja´drˇit, pokud zna´me rychlost´ı potencia´l
Φ. V prˇ´ıpadeˇ staciona´rn´ıho proudeˇn´ı stlacˇitelne´ kapaliny vypada´ Bernoulliho rovnice
na´sledovneˇ
v2
2
+
∫
dp
ρ(p)
+ U = c, (4.27)
prˇicˇemzˇ c je libovolna´ konstanta. Rychlostn´ı potencia´l neza´vis´ı na cˇase a jeho derivace je
tedy nulova´. Pro prˇ´ıpad staciona´rn´ıho proudeˇn´ı nestlacˇitelne´ kapaliny p´ıˇseme
v2
2
+
p
ρ
+ U = c. (4.28)
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5 Prˇ´ıklady
Aplikujme nyn´ı odvozene´ rovnice na neˇkolik typovy´ch situac´ı.
5.1 Kapalina v rotuj´ıc´ım va´lci
Uvazˇujme idea´ln´ı kapalinu, kterou vlijeme do va´lcove´ na´doby bez horn´ıho v´ıka. Cela´ sou-
stava se nacha´z´ı v gravitacˇn´ım poli. Prˇedpokla´dejme, zˇe pokud je kapalina v klidu, jej´ı
hladina dosahuje vy´sˇky z = h. Pokud zacˇneme na´dobu ota´cˇet kolem jej´ı svisle´ osy kon-
stantn´ı u´hlovou rychlost´ı ω = dϕ
dt
, hladina kapaliny ve strˇedu na´doby poklesne a prˇi okraji
na´doby stoupne nad vy´sˇku h. U´kolem je stanovit tlak ve vsˇech mı´stech kapaliny a zjistit,
jaky´ tvar hladina kapaliny prˇi ota´cˇen´ı na´doby zauj´ıma´.
R
h H
h0
z
r
Obra´zek 5: Kapalina v rotuj´ıc´ı na´dobeˇ
V tomto prˇ´ıpadeˇ dobrˇe poslouzˇ´ı va´lcove´ sourˇadnice
x = r cosϕ, y = r sinϕ, z = z.
Vı´me, zˇe k pohybu docha´z´ı ve smeˇru sourˇadnice ϕ, proto
vr = 0, vz = 0, v = vϕ = r
dϕ
dt
= r ω.
Potencia´l gravitacˇn´ı s´ıly U = g z, kde g je t´ıhove´ zrychlen´ı. Potom Eulerovy rovnice maj´ı
tvar
ω2 r −
1
ρ
∂p
∂r
= 0, (5.29)
∂p
∂ϕ
= 0, (5.30)
g +
1
ρ
∂p
∂z
= 0. (5.31)
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Z rovnice (5.30) vyply´va´, zˇe p neza´vis´ı na ϕ. Z rovnice (5.29) integrac´ı dostaneme
p(r, z) =
ρ
2
ω2 r2 + f(z),
kde f(z) je funkce vy´sˇky. Vyja´drˇeny´ tlak dosad´ıme do rovnice (5.31) a uprav´ıme
f ′(z) = −ρ g ⇒ f(z) = −ρ g z + c.
Dosta´va´me tlak
p =
ρω2 r2
2
− ρ g z + c. (5.32)
Vı´me, zˇe tlak na povrchu kapaliny je roven atmosfericke´mu tlaku p0. Odtud dostaneme
rovnici povrchu kapaliny
z =
ω2 r2
2 g
−
p0
ρ g
+
c
ρ g
=
ω2 r2
2 g
+ h0, (5.33)
kde
h0 =
1
ρ g
(c− p0) (5.34)
je vy´sˇka nejnizˇsˇ´ıho bodu povrchu kapaliny ve strˇedu va´lcove´ na´doby.
S´ıla p˚usob´ıc´ı na dno va´lce v klidu o polomeˇru R je podle vztahu pro hydrostaticky´
tlak
p = π R2 (p0 + ρ g h).
Odtud dosazen´ım a vypocˇten´ım dostaneme
π R2 (p0 + ρ g h) =
∫
2pi
0
∫ R
0
p r dr dϕ =
∫
2pi
0
∫ R
0
(
ρω2 r2
2
− ρ g z + c
)
dr dϕ =
= π R2
(
ρω2R2
4
+ c
)
.
Z prˇedesˇle´ rovnosti vyja´drˇ´ıme konstantu c
c = p0 + ρ g h−
ρω2R2
4
,
dosad´ıme do rovnice (5.34) a z´ıska´me hodnotu nejnizˇsˇ´ıho bodu hladiny kapaliny prˇi rotaci
va´lce
h0 = h−
ω2R2
4 g
.
Vypocˇtene´ hodnoty c a h0 dosad´ıme do rovnice hladiny (5.33) a rovnice tlaku (5.32)
z = z(r) = h+
ω2
2 g
(
r2 −
R2
2
)
, (5.35)
p = p(r, z) = p0 + ρ g (h− z) + ρ
ω2
2
(
r2 −
R2
2
)
.
Z rovnice (5.35) pozna´me, zˇe hladina ma´ tvar rotacˇn´ıho paraboloidu, jehozˇ osa je osa
va´lcove´ na´doby. Zna´zorneˇn´ı hladiny kapaliny a pr˚ubeˇh tlaku je videˇt na obra´zc´ıch 6 a 7.
Da´le z rovnice (5.35) je videˇt, zˇe pokles hladiny v r = 0 je roven jej´ımu zvy´sˇen´ı v r = R
H − h = h− h0 =
ω2R2
4 g
.
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250
Obra´zek 6: Plocha hladiny vody v rotuj´ıc´ı na´dobeˇ prˇi hodnota´ch R = 5, H = 30, h = 10,
ω = 10 a g = 9.81.
0
10
20
30
−5
0
5
−1
−0.5
0
0.5
1
x 106
Obra´zek 7: Zna´zorneˇn´ı pr˚ubeˇhu tlaku prˇi hodnota´ch R = 5, H = 30, h = 10, ω = 10,
g = 9.81 a ρ = 1000.
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5.2 Kapalina vyte´kaj´ıc´ı z na´doby
Uvazˇujme velkou na´dobu v gravitacˇn´ım poli, ktera´ je naplneˇna idea´ln´ı kapalinou. Hla-
dina kapaliny necht’ se nemeˇn´ı. Toho lze dosa´hnout tak, zˇe budeme kapalinu do na´doby
pr˚ubeˇzˇneˇ dole´vat. Na boku spodn´ı cˇa´sti na´doby ve vzda´lenosti h od hladiny je otvor,
ktery´m kapalina vyte´ka´ do okoln´ıho tlaku. Okoln´ı tlak prostrˇed´ı je p0, rychlost na hla-
dineˇ kapaliny je v0 a plocha hladiny S0. Pr˚urˇez otvoru oznacˇme S a nezna´mou vy´tokovou
rychlost v. Oznacˇme bod 0 na hladineˇ a bod 1 u vy´toku kapaliny z na´doby podle obra´zku
8 .
h
g
0 - p0, v0, S0
1 - p0, v, S
Obra´zek 8: Na´doba naplneˇna´ kapalinou, ktera´ vyte´ka´ maly´m otvorem
Mezi body 0, 1 lze sestavit Bernoulliho rovnici (4.26), ktera´ prˇejde d´ıky nestlacˇitelnosti
kapaliny a staciona´rn´ımu proudeˇn´ı na rovnici (4.28). Mu˚zˇeme psa´t
v2
2
+
p0
ρ
− g h =
v2
0
2
+
p0
ρ
. (5.36)
Pro bod 0 a 1 mu˚zˇeme vytvorˇit rovnici kontinuity
v0 S0 = v S,
a tedy
v0 = v
S
S0
. (5.37)
Dosazen´ım (5.37) do Bernoulliho rovnice (5.36) a po u´praveˇ dosta´va´me vyja´drˇen´ı
pro vy´tokovou rychlost
v =
√√√√ 2 g h
1−
(
S
S0
)2 . (5.38)
V prˇ´ıpadeˇ, kdy se jedna´ o velkou na´dobu s rozsa´hlou plochou hladiny S0 a maly´m
otvorem je vy´raz
S
S0
bl´ızky´ nule. Jeho zanedba´n´ım prˇejde vy´pocˇet vy´tokove´ rychlosti z (5.38) na
v =
√
2 g h,
cozˇ je zna´my´ Torricelliho vzorec pro vy´pocˇet vy´tokove´ rychlosti.
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5.3 Plyn vyte´kaj´ıc´ı z na´doby
Uvazˇujeme velkou na´dobu, ve ktere´ se nacha´z´ı idea´ln´ı plyn o tlaku p0 a hustoteˇ ρ0. Plyn
adiabaticky vycha´z´ı z na´doby do okoln´ıho tlaku p1 prˇes maly´ otvor, prˇicˇemzˇ rychlost
u´niku je konstantn´ı. Protozˇe na´doba je dostatecˇneˇ velka´, je v n´ı mozˇne´ zanedbat rychlost
pohybu plynu v0 = 0. Oznacˇme si bod 0 ve velke´ na´dobeˇ a bod 1 na vy´toku plynu
z na´doby. Pro jednoduchost zanedbejme gravitaci.
0 - p0, v0, ρ0
1 - p1, v1, ρ1
Obra´zek 9: Na´doba naplneˇna´ idea´ln´ım plynem, ktery´ vyte´ka´ maly´m otvorem do vneˇjˇs´ıho
prostrˇed´ı
Dı´ky konstantn´ı vy´tokove´ rychlosti se jedna´ o staciona´rn´ı proudeˇn´ı. Protozˇe jde o plyn,
nelze hustotu ρ povazˇovat za konstantn´ı a mezi body 0 a 1 lze napsat Bernoulliho rovnice
(4.27) ve tvaru
v2
1
2
=
∫ p0
p1
dp
ρ
. (5.39)
Jelikozˇ se jedna´ o adiabaticky´ deˇj, mu˚zˇeme hustotu vyja´drˇit ze stavove´ rovnice pro adia-
baticky´ deˇj (2.10)
p0
ρκ
0
=
p
ρκ
,
ρ = ρ0
(
p
p0
) 1
κ
. (5.40)
Dosazen´ım (5.40) do Bernoulliho rovnice (5.39) dosta´va´me
v2
1
2
=
∫ p0
p1
dp
ρ
=
1
ρ0
p
1
κ
0
∫ p0
p1
p−
1
κ dp =
κ
1− κ
p0
ρ0
[
1−
(
p1
p0
)κ−1
κ
]
. (5.41)
Z upravene´ rovnice (5.41) dosta´va´me vy´pocˇtovy´ vzorec pro vy´tokovou rychlost
v1 =
√√√√ 2κ
κ− 1
p0
ρ0
[
1−
(
p1
p0
)κ−1
κ
]
.
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6 Za´veˇr
C´ılem pra´ce bylo shrnout problematiku proudeˇn´ı idea´ln´ıch kapalin a idea´ln´ıch plyn˚u a rˇesˇit
neˇkolik typovy´ch prˇ´ıklad˚u. Proudeˇn´ı kapalin se zjednodusˇuje jejich nestlacˇitelnost´ı, idea´ln´ı
plyny jsou stlacˇitelne´ a tedy je potrˇeba sestavit v´ıce rovnic pro rˇesˇen´ı proble´mu˚ tekouc´ıch
plyn˚u.
Uvedli jsme cˇtyrˇi za´kladn´ı rovnice pro popis proudeˇn´ı idea´ln´ıch kapalin a peˇt za´kladn´ıch
rovnic pro popis proudeˇn´ı idea´ln´ıch plyn˚u. Tyto rovnice jsou nezbytne´ k urcˇen´ı nezna´my´ch
parametr˚u prˇi proudeˇn´ı jak idea´ln´ı kapaliny, tak idea´ln´ıho plynu. V praxi se ve veˇtsˇineˇ
prˇ´ıpad˚u hleda´ rychlost proudeˇn´ı, naprˇ. prˇi vyte´ka´n´ı z na´dob, potrub´ı apod. Nezna´me´ jsou
ve trojrozmeˇrne´m proudeˇn´ı trˇi slozˇky rychlosti. Da´le je neˇkdy trˇeba urcˇit tlak v urcˇite´m
mı´steˇ proudeˇn´ı nebo pokles tlaku prˇi proudeˇn´ı zuzˇuj´ıc´ım se potrub´ım.
Odvodili jsme take´ va´lcove´ sourˇadnice, ktere´ se vyuzˇ´ıvaj´ı prˇi rˇesˇen´ı proble´mu˚ v praxi,
kde kapalina i plyn proud´ı veˇtsˇinou va´lcovy´mi teˇlesy. Va´lcove´ sourˇadnice umozˇnˇuj´ı le´pe
uchopit a rˇesˇit u´lohy, znacˇneˇ se zjednodusˇ´ı a zkra´t´ı vy´pocˇty u´loh. Analogicky bychom
postupovali prˇi odvozen´ı a aplikaci sfe´ricky´ch sourˇadnic.
Prˇi rˇesˇen´ı konkre´tn´ıch prˇ´ıklad˚u jsme vyuzˇili Eulerovy rovnice, Bernoulliho rovnici,
rovnici kontinuity i stavovou rovnici idea´ln´ıho plynu. Za´kony, ktere´ jsou popsa´ny teˇmito
rovnicemi, jsou za´kladem pro pochopen´ı proudeˇn´ı a pro rˇesˇen´ı mnoha u´loh, ktere´ se vy-
skytuj´ı v beˇzˇne´m zˇivoteˇ.
Pokud bychom rˇesˇili situaci s rea´lny´mi kapalinami cˇi plyny, uvedene´ rovnice poslouzˇ´ı
jako za´klad, ale je potrˇeba je upravit. Prˇi proudeˇn´ı rea´lny´ch tekutin docha´z´ı vlivem trˇen´ı
mezi tekutinou a okol´ım (naprˇ. potrub´ım) a vlivem vnitrˇn´ıho trˇen´ı tekutiny ke ztra´ta´m.
Velicˇina, ktera´ popisuje rea´lne´ tekutiny a vystupuje ve vy´pocˇtu ztra´t je tzv. viskozita. Vli-
vem trˇen´ı se take´ meˇn´ı rychlostn´ı profil proudeˇn´ı, tj. na steˇna´ch potrub´ı je rychlost nulova´,
uprostrˇed potrub´ı je rychlost maxima´ln´ı. Potom je potrˇeba rˇesˇit u´lohy s tzv. strˇedn´ı rych-
lost´ı. Celkoveˇ, prˇi rˇesˇen´ı u´loh o rea´lny´ch kapalina´ch a plynech je nutne´ uvazˇovat ztra´ty,
ktere´ se v prˇ´ıpadeˇ idea´ln´ıch tekutin nevyskytuj´ı.
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